费雪理想指数的分解分析 by 徐明生
统计教育 2006 年第 8 期
费雪理想指数的分解分析
摘要: 综合指数分解分析可以了解综合指数中各构
成分量对综合指数变化的贡献。但是，理想指数没有明显
的或者说“自然的”加法或乘法分解存在，它的分解不容
易进行，只能通过构造来完成。对于理想指数的分解，国
外学者已经提出了许多建议。本文的目的是把那些分散
的资料组织到一个统一框架中以便于比较。
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一、引言
指数分析是许多人所熟悉且常用的经济分析方法。
除了指数提供综合信息之外 , 如今人们对指数的分解也
越来越感兴趣 , 通过分解 , 可以揭示综合价格指数或物量
指数变化的根源 , 即通过分解可以了解综合指数中各构
成分量对综合指数变化的贡献。例如 , 著名拉氏物价指
数:
Lp =
!p1 q0
!p0 q0
=
!p1p0 p0 q0
!p0 q0
帕氏物价指数 :
Pp =
!p1 q1
!p0 q1
=
!p1p0 p0 q1
!p0 q1
通过指数分解 , 即把综合指数分解成个体指数的加权算
术平均形式 , 我们可以了解在综合物价水平变化中 , 各种
商品价格变化的贡献。
我们知道理论上一般认为拉氏和帕氏指数都存在偏
误 , 为了使计算出的指数更接近于未知的 “真实理论指
数”, 由美国经济学家沃尔什 ( G.M.Walsh) 和庇古( P.C.
Pigou) 等人于 1901—1902 年先后提出以拉氏指数和帕
氏指数的几何平均作为指数计算公式 , 后来美国统计学
家费雪 ( Irving Fisher) 比较验证了其所具有的优良性后 ,
将它命名为理想公式 , 也有人称其为费雪理想指数( 简记
为 F) 。
随着费雪指数应用日益频繁 , 对它的分解也是很有
必要的。不过费雪指数的分解看起来似乎不简单 , 因为与
拉氏或帕氏指数不同 , 理想指数没有明显的或说 “自然
的”加法或乘法分解存在。但是 , 费雪指数的分解还是可
以构造的。对于理想指数的分解 , 国外学者已经提出了许
多建议 , 有的是早期的 , 有的是最近新提出的。本文的目
的是把那些分散的资料组织到一个统一框架中以便于比
较。
二、主要符号表示
为了更方便分解分析 , 我们需要适当规定指数的公
式符号。由于价格指数与物量指数的对称性 , 不失一般
性 , 本文中我们主要讨论费雪价格指数的分解。记 n 种商
品基期和报告期的价格与物量资料为 :
pt ≡(pt1 ,pt2 ,...,ptn )' ,pti >0,t=0,1
qt ≡(qt1 ,qt2 ,...,qtn )' ,qti >0,t=0,1
则拉氏和帕氏价格指数分别为 :
Lp =
n
i = 1
!p1i q0i
n
i = 1
!p0i q0i
=
!p1 q0
!p0 q0
(1)
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pp =
n
i = 1
!p1i q1i
n
i = 1
!p0i q1i
=
!p1 q1
!p0 q1
( 2)
拉氏和帕氏物量指数分别表示为 Lq 和 Pq。理论上 ,
帕氏价格指数是未知的“真实理论指数”的下限 , 而拉氏
价格指数是上限 , 而它们的 几 何 平 均 数 , 即 费 雪 理 想 价
格指数(Fp)为:
Fp ≡ Lp *pp# =
!p1 q0
!p0 q0
*
!p1 q1
!p0 q1$ (3)
Fq 表示费雪物量指数 , 由于费雪指数满足“因子互
换检验”, 有
Fp *Fq =
%p1 q1
!p0 q0
(4)
另外 , 我们很容 易 验 证 下 面 关 系 式 成 立 , 这 个 关 系
式对后面的分解分析很重要 , 即
Fp
Fq
=
!p1 q0
!p0 q1
(5)
三、加法分解法
在 此 , 所 谓 的 加 法 分 解 法(additive decomposition)是
指把费雪价格指数 分 解 成 个 体 价 格 指 数 的 加 权 算 术 平
均形式 , 即:
Fp =
n
i = 1
!wi *
p1i
p0i
,wi >0,!wi =1 (6)
(一)早期的分解法
早在 1952 年时 , 一位名叫 Van IJzeren 的学者就给
出式(6)的一种分解法 , 但是在很长一段时间内并没有引
起国际统计学界的注意 , 直到最近几年他的方法才再次
被发现。Van IJzeren 的主要结论如下 :
Fp =
!p1 q0 +!p1 q1 /Fq
!p0 q0 +!p0 q1 /Fq
=
n
i = 1
!p1i *(q0i +q1i /Fq )
n
i = 1
!p0i *(q0i +q1i /Fq )
(7)
上述等式很容易通过式(4)和(5)得到验证的 , 我们注
意到上述表达式与由英国著名经济学家马歇尔 ( A.Mar-
shall) 和 埃 奇 沃 斯 ( F.Y.Edgeworth) 等 人 于 1887- 1890 间
提出的马埃公式很相似。对于式(7), 经过整理 , 最后就可
得到费雪价格指数的一种加法分解 , 具体过程如下 :
Fp =
!p1 q0 +!p1 q1 /Fq
!p0 q0 +!p0 q1 /Fq
=
Fq*!p1 q0 +!p1 q1
Fq *!p0 q0 +!p0 q1
=
Fq*Lp+!p1 q1 /!p0 q0
Fq +Lq
=
Fq *Lp +Lq *Pp
Fq +Lq
=
Fq
Fq +Lq
*Lp +
Lp
Fq +Lq
*pp (8)
又由于
Lp =
!p1p0 p0 q0
!p0 q0
=
n
i = 1
!si0 *
p1i
p0i
,s0
i
=
p0i q1i
j
!p0j q0j
,!si0 =1 (9)
pp =
!p1p0 p0 q1
!p0 q1
=
n
i = 1
!si0 *
p1i
p0i
,s0
i
=
p0i q1i
j
!p0j q0j
,!si01 =1 (10)
因此 , 式(8)可以表示成如下形式 :
Fp =!(
Fq
Fq +Lq
*s
0
i +
Lp
Fq +Lq
*si
01
)*
p1i
p0i
(11)
我们很容易验证 , 上式中权数之和正好等于 1。
(二)“欧拉权”分解法
最近 W.G.Hallerbach(2005 年)给出一种更“自然”的
加法分解法。由于综合指数和平均指数固有的线性齐次
性(将指数化指标的报告期水平平均扩大相同比例 , 则总
指数就应扩大同一比例), 即在报告期(t=1): P(p0i,q0i,λp1i,
q1i; i=1,2,⋯,n)=λP(p0i,q0i,p1i,q1i; i=1,2,⋯,n), λ>0。令第 i 种
商品个体指数
P1i
P0i
=(1+ri ), 则根据欧拉定理 , 我们有
P=
n
i = 1
! &p&(1+ri ) *(1+ri ) (12)
因此 , 线性齐次性意味着式(6)中个体指数的权数可
由以下偏导数定义 :
wi=
n
i = 1
% &p&(1+ri ) ,i=1,2,...,n (13)
由于这个特征 , 我们可以称这些权数为“欧拉权”, 对
于费雪价格指数 , 有
&Fp
&(1+ri )
=
1
2Fp
p0i q0i
j
%p0j q0j
*pp +
p0i q1i
j
%p0j q1j
*Lp
’
(
(
(
(
(
(
)
*
+
+
+
+
+
+
,
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=
1
2
pp
Lp! *si0 + Lppp! *si01" #≥0 (14)
因此 ,
Fp =
n
i = 1
% ppLp! *si0 * 12 + 12 ppLp! *si01& #*(1+ri ) (15)
由于这种方法直接根据费雪指数的线性齐次性得到
的 , 所以可以看作是一种“自然”分解法。此外 , “欧拉权”
不仅能够说明分量 i 对综合指数变化的贡献 , 而且由于这
些权数是由偏导数求得 , 因此它们同时能够表明分量 i 的
价格的边际变化对总指数值的影响。这种分解方法适用
于任何满足线性齐次性的指数的分解。不过这种分解存
在一个不足之处在于所有权数之和大等于 1, 即
i
% ’Fp’(1+ri ) =
1
2
[
Pp +Lp
Fp
]≥1 (16)
上述不等式成立是由于 1/2(Pp+Lp) ≥ Pp *Lp! , 当
且仅当 Lp=Pp 时取得等号。为了使得所有权数之和等于
1, 可以对各个权数进行调整 , 即可以将式(14)除以式(16)。
四、乘法分解法
所谓的“乘法”分解是把费雪价格指数的对数表示个
体指数对数的加权算术平均数即
lnFp =
n
i = 1
%wi '*ln(P1i /P0i ),wi '>0,%wi '=1 (17)
在乘法分解中 , 用到一个很重要的工具是由芬兰统计
学家 Tornqvist 提出的对数平均 , 这种平均法的定义是 : 对
于任意两个正数 a 和 b, 定义对数平均 L(a,b)≡(a- b)/ln(a/
b), L(a,a) ≡a。对数平均具有所有对称平均的特性 , 它能
够使我们在差分和比率之间轮换 , 它具有以下几个性质 :
(1)min(a,b)≤L(a,b)≤max(a,b); (2)L(a,b)是连续的; (3)L(λa,λb)
=λL(a,b); (4)L(a,b)=L(b,a)。
(一)第一种乘法分解
费雪价格指数的第一种“乘法”分解法是由 Vartia
(1976 年)提出的 , 它首先从式(3)的对数形式开始 , 然后重
复利用对数平均得到 , 具有分解过程如下 :
2lnFp =ln(
%p1i q0i
%p0i q0i
)+ln(
%p1i q1i
%p0i q1i
)
=
%p1i q0i -%p0i q0i
L(%p1i q0i ,%p01i q0i )
+
%p1i q1i -%p0i q1i
L(%p1i q1i ,%p0i q1i )
=
n
i = 1
%( q0i
L(%p1i q0i ,%p0i q0i )
+
q1i
L(%p1i q1i ,%p0i q1i )
*(p1i - p0i )
=
n
i = 1
%( q0i
L(%p1i q0i ,%p0i q0i )
+
q1i
L(%p1i q1i ,%p0i q1i )
*(p1i - p0i )
=
n
i = 1
%( q0i
L(%p1i q0i ,%p0i q0i )
+
q1i
L(%p1i q1i ,%p0i q1i )
)
*L(p1i ,p0i )ln(p1i /p0i )
=
n
i = 1
%( L(p1i ,p0i )q0i
L(%p1i q0i ,%p0i q0i )
+
L(p1i ,p0i )q1i
L(%p1i q1i ,%p0i q1i )
)
*ln(p1i /p0i ) (18)
由于对数平均的线性齐次性和前面介绍其它几质 , 式
(18)可以重新整理成好几种形式 , 其中一种如下 :
lnFp =
1
2
n
i = 1
%(
L(p1i ,p0i )*
1
p0i
*p0i q0i
L(%p1 q0 ,%p0 q0 )* 1
%p0 q0
*%p0 q0
+
L(p1i ,p0i )*
1
p0i
*p0i q1i
L(%p1i q1i ,%p0i q1i )* 1
%p0 q1
*%p0 q1
)*ln(p1i /p0i )
=
1
2 %(
L(p1i /p0i ,1)
L(Lp ,1)
*Si
0
+
L(p1i /p0i ,1)
L(Pp ,1)
*Si
01
)ln(p1i /p0i ) (19)
这种分解存在一个缺陷是所有的权数之和不等于 1,
这是因为 L(a,1)是凹函数 , 根据詹森(Jensen)不等式 , 有:
n
i = 1
%Si0 *L(p1i /p0i ,1)≤L(
n
i = 1
%Si0 *(p1i /p0i ),1)=L(Lp ,1) (20)
和
n
i = 1
%Si01 *L(p1i /p0i ,1)≤L(
n
i = 1
%Si01 *(p1i /p0i ),1)=L(Pp ,1) (21)
所以式(19)中所有权数之和小等于 1。
(二)第二种乘法分解
这是一种更令人满意的分解法 , 它是由 Reinsdorf 等
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人(2002 年)提出的 , 比第一种方法简单。这种方法是从以
下等式开始的。
n
i = 1
!( p1i q0i
!p1 q0
-
p0i q0i
!p0 q0
)=0 (22)
根据对数平均的定义 , 有
n
i = 1
!L( p1i q0i
!p1 q0
,
p0i q0i
!p0 q0
)*ln(
p1i q0i
!p1 q0
/
p0i q0i
!p0 q0
)=0 (23)
根据拉氏价格指数的定义 , 式(23)可整理为
n
i = 1
!L( p1i q0i
!p1 q0
,
p0i q0i
!p0 q0
)*(ln(p1i /p0i )- ln(Lp ))=0 (24)
解这个方程式 , 可得到
lnLp =
n
i = 1
!
L(
p1i q0i
!p1 q0
,
p0i q0i
!p0 q0
)
n
i = 1
!L( p1i q0i
!p1 q0
,
p0i q0i
!p0 q0
)
ln(p1i /p0i ) (25)
与上述类似的方法 , 我们可以得到帕氏价格指数的对
数表达式 :
lnPp =
n
i = 1
!
L(
p1i q1i
!p1 q1
,
p0i q1i
!p0 q1
)
n
i = 1
!L( p1i q1i
!p1 q1
,
p0i q1i
!p0 q1
)
ln(p1i /p0i ) (26)
结合式(25)和(26), 我们可以得到费雪价格指数的对数
表达式 :
lnFp =
1
2
n
i = 1
!
L(
p1i q0i
!p1 q0
,
p0i q0i
!p0 q0
)
n
i = 1
!L( p1i q0i
!p1 q0
,
p0i q0i
!p0 q0
)
+
L(
p1i q1i
!p1 q1
,
p0i q1i
!p0 q1
)
n
i = 1
!L( p1i q1i
!p1 q1
,
p0i q1i
!p0 q1
)
"
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
$
%
&
&
&
&
&
&
&
&
&
&
&
&
&
&
&
’
*ln(p1i /p0i ) (27)
我们很容易验证 , 在式(27)中所有权数之和等于 1。
五、简短结论
指数分析是一种重要的经济分析方法 , 指数除了能够
提供复杂现象综合变动程度外 , 通过对综合指数的分解 , 即
把综合指数分解成个体指数的加权算术平均形式 , 还能够
提供各个项目对综合指数变动的贡献的信息。作为综合指
数之一的费雪理想价格指数 , 与拉氏或帕氏价格指数不同 ,
它不存在“自然”的加法或乘法分解法 , 不过它的两类分解
都是可以构造的。在本文中 , 我们对几种不同的分解法进
行比较分析。
受到 van IJzeren 启发 , 我们在他成果基础上可得到理
想指数的一种满意的加法分解。而根据理想指数的线性齐
次性得到的“欧拉权”加法分解法 , 看起来似乎是更“自然”。
“欧拉权”不仅能够说明分量 i 对综合指数变化的贡献 , 而
且由于这些权数是由偏导数求得 , 因此它们同时能够表明
分量 i 的价格的边际变化对总指数值的影响。“欧拉权”分
解方法适用于任何满足线性齐次性的指数的分解。不过这
种分解存在一个不足之处在于所有权数之和大于 1。至于
“乘法”分解法 , 式( 27) 给出的分解法更令人满意。
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